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9.1.2 对坐标的曲线积分
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常力所作的功 .ABFW ⋅=

如何求变力沿曲线作功？
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.
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设 为 面内从点 到点 的一条有

向光滑曲线弧 函数 在

上有界 用 上的点

把 分成 个有向小弧段

设 点 为

上任意取定的点 如果当各小弧段

长度的最大值 时

定义
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1
( , ) , ( , )

(
,

n

i i i
i

P x P x y

L x

ξ η
=

∆∑ 的极限存在 则称此极限为函数

在有向曲线弧 上 或对坐标 的曲线积分 第二类

曲线积分

称

） 记作

类似地定义 .),(lim),(
10 ii

n

i
iL

yQdyyxQ ∆= ∑∫
=

→
ηξ

λ

,),(),,( 叫做被积函数其中 yxQyxP .叫积分弧段L

0 1
( , ) lim ( , ) .

n

i i iL
i

P x y dx P x
λ

ξ η
→

=

= ∆∑∫

2.存在条件： ( , ), ( , )
,
P x y Q x y L当 在光滑曲线弧

上连续时 第二类曲线积分存在
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组合形式

( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy= +∫

,F Pi Qj= +
 

记

d s dxi dyj= +
  

（有向曲线元）
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L
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
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+ ( , )
L
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P x
λ

ξ η
→

=

= ∆∑ 0 1
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i i i
i

Q y
λ

ξ η
→

=

∆∑
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推广 Γ空间有向曲线弧

.),,(lim),,(
10 iii

n

i
i xPdxzyxP ∆= ∑∫

=
→Γ

ζηξ
λ

( , , ) ( , , ) ( , , ) .P x y z dx Q x y z dy R x y z dz
Γ

+ +∫

.),,(lim),,(
10 iii

n

i
i yQdyzyxQ ∆ζηξ= ∑∫

=→λΓ

.),,(lim),,(
10 iii

n

i
i zRdzzyxR ∆ζηξ= ∑∫

=→λΓ

{{ }, ,, ,} dP Q x dy dzR
Γ

= ⋅∫
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5.性质

1 2

1 2(1) ,

.
L L L

L L L

Pdx Qdy Pdx Qdy Pdx Qdy+ = + + +∫ ∫ ∫
如果把有向曲线 分成同方向的曲线 和 则

(2) ,
,

L LL L−−设 是有向曲线弧 记 或 是与 方向相反的

有向曲线弧 则

即对坐标的曲线积分与曲线的方向有关.

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
L

L

L
P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy

P x y dx Q x y dy
−

−
+ = − +

= +

∫ ∫
∫
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2.对坐标的曲线积分的计算

定理

( , ) ( , )
L

P x y dx Q x y dy+∫且

2 2

( , ), ( , )
( ),

,
( ),

, ( , ) ,
( ), ( )

, ( ) ( ) 0,

( , ) ( , ) ,
L

P x y Q x y L
x t

L
y t

M x y L L
t t

t t

P x y dx Q x y d

B

t

y

A

α
φ

φ ψ α β
φ ψ

β
ψ

=
 =

′ ′+ ≠

+∫

设 在曲线弧 上有定义且连

续 的参数方程为

点 从 的 沿 运动到

在以 及 为端点的闭区间上具有一阶连

续

当参数 单调地由 变

到 时

导数 且 则

起点 终

曲 积

点

线 分

存在

{ [ ( ), ( )] ( ) [ ( ), ( )] ( )}P t t t Q t t t dt
β

α
φ ψ φ φ ψ ψ′ ′= +∫

( , ) ( , )
L L

P x y dx Q x y dy= +∫ ∫
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( , ) ( , )
L

P x y Q xd yx dy+∫

特殊情形

.)(:)1( baxxyyL ，终点为起点为=

.)}()](,[)](,[{ dxxyxyxQxyxPQdyPdx b
aL ∫∫ ′+=+则

( ){ [ ( ), ( )] [ ( ), ( ) )] }(t t dtP t t Q t t
β

α
φ ψ φ ψφ ψ= +′ ′∫

( ),
( ),

x t
y t

φ
ψ

=
 =

计算方法：化为对参数的定积分，
“一代二换三定限”
“定限”： 对应于L的起点、终点，不一定

有 。

βα ,
βα <
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.,,
)(
)(
)(

:)3( βα
ω
ψ
ϕ

终点起点推广 t
tz
ty
tx









=
=
=

Γ

dtttttR

ttttQttttP

RdzQdyPdx

)}()](),(),([

)()](),(),([)()](),(),([{

ωωψϕ

ψωψϕϕωψϕβ
α

′+

′+′=

++

∫

∫Γ

.)(:)2( dcyyxxL ，终点为起点为=

.]}),([)(]),([{ dyyyxQyxyyxPQdyPdx d
cL ∫∫ +′=+则
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例1

.)1,1()1,1(

, 2

的一段弧到

上从为抛物线其中计算

BA

xyLxydxL
−

=∫

解法一 的定积分，化为对x .xy ±=

∫∫∫ +=
OBAOL

xydxxydxxydx

∫=
1

0
2
3

2 dxx .
5
4

=

xy =2

)1,1( −A

)1,1(B

0

1
( )x x dx= −∫

1

0
x xdx+ ∫
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,2yx = .11到从 −y

∫−=
1

1

42 dyy .
5
4

=

xy =2

)1,1( −A

)1,1(By化为对 的解法二： 定积分，

例1

.)1,1()1,1(

, 2

的一段弧到

上从为抛物线其中计算

BA

xyLxydxL
−

=∫

L AB
xydx xydx=∫ ∫

21 2

1
( )yy y dy

−
′= ∫

L x曲线 关注 ： 于意 轴对称， xy y被积函数 关于 是

0.奇函数，但积分不为 奇零偶倍不成立!
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2 ,

(1)
;

L
y dx L

a
∫计算 其中 为

半径为 、圆心为原点、按逆时针方向绕行

的上半圆周

例2

解 ,
sin
cos

:)1(




=
=

θ
θ

ay
ax

L

，变到从 πθ 0
)0,(aA)0,( aB −

=原式 θθθ daa )sin(sin22 −

.
3
4 3a−=

3 3

0
sina d

π
θ θ= − ∫0

π

∫
3 32

0
2 sina d

π

θ θ= − ∫ 3 22 1
3

a= − ⋅ ⋅

(2) ( ,0) ( ,0) .A a x B a−从点 沿 轴到点 的直线段
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)0,(aA)0,( aB −

,0:)2( =yL

，变到从 aax −

∫
−= a
a dx0原式 .0=

虽然被积函数相同，起点和终点也相同，
但由于积分路径不同，结果不同.

2 ,

(2) ( ,0) ( ,0) .
L

y dx L

A a x B a−
∫计算 其中 为

从点 沿 轴到点 的直线段

例2

0
( )

0
1 (2) yL

x
曲线 都关于 对称，被积函数关于

是偶函数，但积分结果一个是 ，另外

的 轴

一个不为

和
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教材 P123—例6

.)1,1()0,0()3(

).1,1(),0,1(
)0,0(,,)2(
.)1,1()0,0()1(

,2

2

2

2

的一段弧到上从抛物线

依次是点，这里有向折线

的一段弧到上从抛物线

为其中计算

BOyx

BAOOAB
BOxy

Ldyxxydx
L

=

=

+∫

在这个例子中，被积函数相同，起点和终
点也相同，虽然路径不同，但积分结果相同.
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o

z

y
x

Γ

例3. 求 其中

从 z 轴正向看为顺时针方向.

解: 取 Γ 的参数方程

,sin,cos tytx == 2 cos sinz t t= − +

ttt cos)sincos22( −+−+

π2−=

( : 2 0 )t π →
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(4) 两类曲线积分之间的联系：

,
)(
)(





=
=

ty
tx

L
ψ
ϕ

：设有向曲线弧为

( , ) , ,L x y t α β


上点 处的切线向量 的方向角为

( cos cos )
L L

Pdx Qdy P Q dsα β+ = +∫ ∫则

函数 在以 为端点的闭区间上具有一阶
连续导数，且 ，
函数 在L上连续。

)()( tt ψϕ 、

0)()( 22 ≠′+′ tt ψϕ
,a b

),(),,( yxQyxP

（可以推广到空间曲线 ）Γ

Lt


其中切向量 的方向与 的方向一致。
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具体操作：若L的方向对应于参数t增加的方向（即
上式中 ），则
反之则
它的方向余弦为

{ ( ), ( )}t t tϕ ψ′ ′=


{ ( ), ( )}t t tϕ ψ′ ′= −


,
)()(

)(cos
22 tt

t
ψϕ

ϕα
′+′

′
±=

a b<

t


)()(
)(cos

22 tt
t
ψϕ

ψβ
′+′

′
±=

,
)(
)(





=
=

ty
tx

L
ψ
ϕ

：有向曲线弧为 t a b→：

(  )t a b a b< >当 的变化范围 时取正号，　 时取负号

( cos cos )
L L

Pdx Qdy P Q dsα β+ = +∫ ∫
要求：有向曲线弧L的切向量 的方向与L的方向一致。
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当 时，a b<

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ [ , ] [ , ] }
b

a
P t t t Q t t t dtφ ψ φ φ ψ ψ′ ′= +∫

∫ += L dyyxQdxyxP ),(),(

[ ( , ) ( , ) ]cos cos
L

P x y Q x y dsα β+∫

2

2 2

2 2

2

( )
( ) ( )

( )
(

{

( )

[ ( ), ( )]

   [ (
) ( )

) )] ( ), ( }

b

a
P t t

Q t

t
t t

t
t t

t dtt tϕ ψ

ϕ
ϕ ψ

ψ
ϕ ψ

ϕ ψ

ϕ ψ

′

′

′ ′

′
= ⋅

+ ⋅ ⋅

+

′ ′+
+

′

∫

证明：
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当 时，a b>

∫ += L dyyxQdxyxP ),(),(

[ ( , ) ( , ) ]cos cos
L

P x y Q x y dsα β+∫
2

2

2

2 2

2

( )
( ) ( )
( )

(

{ [ ( ), ( )]

   [ ( ), ( ( ) ()
)

] }
)

)
(

a

b
P t t

Q t

t
t

t t dt

t

t t
t t

ϕ
ϕ

ϕ ψ

ϕ ψ

ϕ

ψ
ψ

ψ
ψ

ϕ
′ ′+

= ⋅ +

⋅ ⋅

′−
′ ′+
′−

′ ′+

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ [ , ] [ , ] }
b

a
P t t t Q t t t dtϕ ψ ϕ ϕ ψ ψ′ ′= +∫

第一类曲线积分，下限小，上限大



21

{ , } { , }
L

P Q dx dy= ⋅∫
{ , }MP dx dy=



M

N
T

dy

dx

P 

Q

x

y

o

L

,
)(
)(





=
=

ty
tx

L
ψ
ϕ

：有向曲线弧为 t a b→：

( cos cos )
L L

Pdx Qdy P Q dsα β+ = +∫ ∫
{ }{ }, cos ,cos

L
P Q dsα β= ∫

α
β

cos ,
cos

dx ds
dy ds

α
β

=
=



22

( , , ) , , ,x y z α β γΓ空间曲线 在点 处的切向量的方向角为

用向量表示

},cos,cos,{cos γβα=t


有向曲线元

处的单位切向量上点 ),,( zyxΓ

d ds t s=
 

A d s
Γ

⋅= ∫
 

{ , , }A P Q R=


记 ，

cos cos co( )sPPdx Qd dRdz Q Ry sα β γ
Γ Γ

=+ + ++∫ ∫则

A t ds
Γ

⋅∫
 

{cos , cos , cos }dsα β γ={ , , }dx dy dz
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2

2

2
2

2
)1(1

1cos xx

xx
x

−=

−

−
+

=α

dsxyxQxxyxPQdyPdx LL ∫∫ −+−=+ )]1)(,(2),([ 2

2

11,
2

xt
x x

 −
∴ =  

− 



解：方法1：取 为参变量
22: xxyL −=

起点对应 =0，终点 =2

x

x x

x−= 1cosβ

例5  把对坐标的曲线积分
化成对弧长的曲线积分， ：沿上半圆周
从点(0，0)到点(2，0) 

∫ +L dyyxQdxyxP ),(),(
L xyx 222 =+

0 2<
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方法 2：

}cos,{sin)}(),({ θθθψθϕ −=′′−=t


所以

∫∫ −+=+ LL dsxyxQyyxPQdyPdx )]1)(,(),([

: 1 cos sinL x yθ θ= + =， ，

   0θ π θ= =起点 ，终点

例5  把对坐标的曲线积分
化成对弧长的曲线积分， ：沿上半圆周
从点(0，0)到点(2，0) 

∫ +L dyyxQdxyxP ),(),(
L xyx 222 =+

={ ,1 }y x−

0π >

2[ ( , ) 2 ( , )(1 )]
L

P x y x x Q x y x ds= − + −∫
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